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Problema Cauchy

@ Ecuatia diferentiala de ordinul I:
x' = f(t,x,) (1)

unde x’ = &. Solutia generald: x = x(t,C), C € R

@ Problema Cauchy:

X(t1) = Xi

{x’ = f(t, x) )

Solutia particulard: x = x(f)
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Tinigoata i
Solutie numerica a unei probleme Cauchy

@ Solutia numerica (aproximativa) a unei probleme Cauchy - un sir de puncte
care urmeaza graficul solutiei exacte.

A
X
Xz i
X(tz)
X1
a b t

r i 1 -
L J
bt otz te

@ Diviziunea: A:a=t <b <--- <ty =b.
Solutia numerica: sirul de valori x1, X2, ..., Xp1+1, unde x() ~ Xx;.

@ x; este data de conditia inifiald iar xo, ..., X,.1 Se pot calcula folosind o formula
iterativa de tipul xi.1 = F(t, xi) .
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Metoda lui Euler - deducerea formulei

@ A:a=H<b<- <ty =b - diviziune echidistanta: ., — t; = h,
b—a

unde h = 22 este pasul diviziunii.

@ Dezvoltam x(t1) Tn serie Taylor si pastram doar primii doi termeni ai dezvoltarii
(un polinom Taylor de gradul intéi):

X/(t,') . h1

X(ti+1):X(ti+h):X(t/)+ 11

B X(t,‘) + f(l‘,‘,X,‘) -h

@ Notam prin xx valoarea aproximativa a solutiei x(f). Se obtine relatia de
recurenta:
X/+1:X/+h'f(ti,X/), ’.:1327“'7,7 (3)
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Metoda lui Euler - interpretare geometrica

Xz

X(t2)

X1
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Metoda lui Euler - algoritm

Date de intrare: Punctul de pornire (1, x1) (dat de conditia initiala), intervalul de inte-
grare [a, b] (unde a = t;), numarul de subintervale n.

Date de iesire: Valorile aproximative x;, i = 2,3,--- ,n+ 1 ale functiei necunoscute x
n nodurile corespunzatoare t; ale diviziunii.

Start

h=(b—a)/n;

Pentruidelallan
i =1ti+h

Xip1 = Xi + h- f(ti, xi)
Stop



Unersat . " . . 49
s Curs 7 - Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale

Timisoara MATEMATICH

Exemplu - Solutia analitica

I _ 0. 4. y2
Fie problema Cauchy {X(O_) 21 t-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia analitica (exacta):
© Separam variabilele: % = —2-t-x* = 5 -dx=-2-t-at

=>[Hdx=[-2-td=>-—F=-"F-C=>1=F+C=>x=7%
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Timisoara MATEMATICH

Exemplu - Solutia analitica

I _ 0. 4. y2
Fie problema Cauchy {X(O_) 21 t-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia analitica (exacta):
© Separam variabilele: % = —2-t-x* = 5 -dx=-2-t-at

=>[Hdx=[-2-td=>-—F=-"F-C=>1=F+C=>x=7%

@ Solutia generala a ecuatiei diferentiale este x(t) = ﬁ, CeR.
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Exemplu - Solutia analitica

I _ 0. 4. y2
Fie problema Cauchy {X(O_) 21 t-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia analitica (exacta):
© Separam variabilele: % = —2-t-x* = 5 -dx=-2-t-at

=[L-dx=[-2-tdt=>-1=-F C:——12+C:x_t2+c

@ Solutia generala a ecuatiei diferentiale este x(t) = CeR.

12+c’

=1=1l=91=C=1.

@ Calculam C folosind conditia initiala: x(0) = 1 = c

02+C
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Exemplu - Solutia analitica

I _ 0. 4. y2
Fie problema Cauchy {X(O_) 21 t-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia analitica (exacta):
© Separam variabilele: % = —2-t-x* = 5 -dx=-2-t-at

=[L-dx=[-2-tdt=>-1=-F C:——12+C:x_t2+c
@ Solutia generala a ecuatiei diferentiale este x(t) = 12+C, CeR.
@ Calculam C folosind conditia initiala: x(0) = 1 = 02+c =1= 15 =1=C=1.

@ Solutia particulara a problemei Cauchy este x(t) = t2+1
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Exemplu - Solutia numerica

= 2.t x? . , ,

Fie problema Cauchy {X(O) ] X . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia numerica (aproximativa):

@ Alegem diviziunea echidistanta (cu pasul h = 0.1):
A:h=0<b=01<tB=02<..<H1=1
Avem f(t,x) = -2 t- x2 si deci formula lui Euler x4 = x; + h- f(ti, xi) devine:

X1 =X —02-t-x%, i=1,2,---,10
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Exemplu - Solutia numerica

= 2.t x? . , ,

Fie problema Cauchy {X(O) ] X . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.

Solutia numerica (aproximativa):

@ Alegem diviziunea echidistanta (cu pasul h = 0.1):
A:h=0<b=01<tB=02<..<H1=1
Avem f(t,x) = -2 t- x2 si deci formula lui Euler x4 = x; + h- f(ti, xi) devine:

X1 =X —02-t-x%, i=1,2,---,10

@ Din conditia initiala (x(#) = x1) rezulta x; = 1 si deci pentru i = 1 calculam
X2=x—-02-t-x=1-02.-0-12=1-0=1.
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Exemplu - Solutia numerica

=2t x° . . e . .
Fie problema Cauchy {X(O) ] £-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie
X =
numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.
Solutia numerica (aproximativa):
@ Alegem diviziunea echidistanta (cu pasul h = 0.1):
A h=0<b=01<hB=02<..<ty=1
Avem f(t,x) = -2 t- x2 si deci formula lui Euler x4 = x; + h- f(ti, xi) devine:
X1 =X —02-t-x%, i=1,2,---,10
@ Din conditia initiala (x(#) = x1) rezulta x; = 1 si deci pentru i = 1 calculam
X2=x—-02-t-x=1-02.-0-12=1-0=1.
@ Pentrui=2calculimxs =x2 —0.2- - x3 =1-02.0.1-12=1-0.02=0.98.
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Exemplu - Solutia numerica

=2t x° . . e . .
Fie problema Cauchy i(O) 1 £-x . Gasiti solutia analitica, calculati o solutie

numerica pe intervalul [0, 1] folosind metoda lui Euler si comparati cele doua solutii.
Solutia numerica (aproximativa):
@ Alegem diviziunea echidistanta (cu pasul h = 0.1):
A:thh=0<b=01<B=02<..<t1=1
Avem f(t,x) = -2 t- x2 si deci formula lui Euler x4 = x; + h- f(ti, xi) devine:
X1 =X —02-t-x%, i=1,2,---,10
@ Din conditia initiala (x(#) = x1) rezulta x; = 1 si deci pentru i = 1 calculam
X2=x—-02-t-x=1-02.-0-12=1-0=1.
@ Pentrui=2calculimxs =x2 —0.2- - x3 =1-02.0.1-12=1-0.02=0.98.

@ Pentrui=3calculdm xs = x3 —0.2-f3 - X =0.98 — 0.2-0.2-0.98° =1 - 0.02 =
0.98 — 0.04 - 0.9604 = 0.98 — 0.038416 = 0.9416 si calculul poate continua in
aceeasi maniera (i = 4,5, --- ,10).
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Exemplu - Comparatia dintre solutia numerica si cea exacta

Comparatia dintre solutia numerica si cea exacta:

@ Diferenta (in modul) dintre valoarea exacta x(t;) si aproximarea corespunzatoare

X; reprezinta chiar eroarea asociata aproximarii: €; =

@ Solutia exacta fiind x(t)

- 12+1’
aproximarilor calculate mai sus sunt: x(t) = ﬁ
_ 1 _ 1 _ ~
X(tz)—@—m—fo 0.99, X(ta)— 12+1
-t __1 _ 4 ~
x(t) = 75 = g7 = 705 = 0917

Ix(&) — xil.

valorile exacte x(t) corespunzatoare

= 02+1 =1,

1 1

T 0.2241

~ 0.961,

— 1.04

@ Rezultatele corespunzatoare primilor trei pasi ai metodei lui Euler:

ti H Sol. exacta x(t;) | Sol. numerica x; | Eroarea ¢; = |x(t;) — xi|
=0 x(H) =1 Xy =1 er=[1—-1=0

=01 | x()~0.990.. | X =1 €2 ~[0.99 — 1| ~ 0.01
tz=0.2 || x(&) ~0.961... | x3=0.98 €3 ~ |0.961 — 0.98] ~ 0.02
th=0.3 || x(ts) ~0.917... | x4 ~0.941... £4 ~|0.917 — 0.941| ~ 0.03
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Exemplu - Comparatia dintre solutia numerica si cea exacta

0.8
0.6
0.4

0.2

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

-0.2
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Observatii:

@ in cadrul oricirei metode de tip Euler, care se bazeaza pe o trunchiere a
dezvoltérii in serie Taylor, valorile aproximatiilor x; prezinta erori inerente. in cazul
metodei lui Euler propriu-zise, aceste erori sunt relativ mari si, desi ele pot fi
micsorate prin alegerea unui pas mai mic, in general metoda lui Euler nu este
considerata o metoda suficient de precisa.
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Observatii:

@ in cadrul oricirei metode de tip Euler, care se bazeaza pe o trunchiere a
dezvoltérii in serie Taylor, valorile aproximatiilor x; prezinta erori inerente. in cazul
metodei lui Euler propriu-zise, aceste erori sunt relativ mari si, desi ele pot fi
micsorate prin alegerea unui pas mai mic, in general metoda lui Euler nu este
considerata o metoda suficient de precisa.

@ Metoda lui Euler este o metoda de tip unistep, adica x;,1 este calculat in functie
doar de x;, spre deosebire de metodele de tip multistep, in cadrul carora x; 1
depinde nu doar de x; ci si de xj_1, Xi—2 ..., In acest mod obtinandu-se o
aproximare mai precisa.
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Observatii:

@ O alta modalitate de a o obtine o aproximare mai buna este aceea de a pastra
mai mulii termeni in dezvoltarea in serie Taylor a lui x(#+1) = x(t + h). Astfel,
pastrand primii trei termeni obtinem (un polinom Taylor de gradul doi):

x(t+ )= x(n) + XX gy XA

Aici X" () = &(x' (1)) = G(F(t, x(1))) = S0 (t, %) + 5 (t, %) - & =
= Gi(tix) + 5o(t %) - £(t, X;).

Rezulta ca dezvoltarea in serie Taylor a lui x(# + h) este:

1/ 0f of
x(ti+ h) = xi + f(t, %) - h+ 5 (a(thx,') + 5 (tx) f(t,,x,-)) K. (4
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Metode de tip Runge-Kutta - prezentare generala

Metodele de tip Runge-Kutta sunt o categorie de metode bazate pe formula:

r
X1 =X+ G-k (5)
j=1
unde:
j—1
ki=h-f(t,x), k=h-fti+a;-h X+ Bs-Ks), j=2,....,r
s=1

Constantele ¢;, o; $i fjs sunt determinate impunéand urmatoarea conditie:

e Coeficientii puterilor lui h din dezvoltarea in serie Taylor a lui x;.; data de (5)
trebuie sa coincida cu coeficientii corespunzatori din dezvoltarea in serie Taylor
(4) a lui x(& + h).

Metoda descrisa de formulele (5) se numeste metoda Runge-Kutta de ordin r.
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Metode de tip Runge-Kutta - Cazul r=1

Pentru r = 1 formula (5) devine:
Xip1 =X +Cr ki, ki=h-f(t,x) = Xqp1=xi+c-h-f(t,x) (%)

Practic, in acest caz nu este nevoie de dezvoltare in serie Taylor pentru x;,¢ (care
apare deja ca si un polinom de gradul intéi in h).

Pe de alta parte dezvoltarea corespunzatoare in serie Taylor a lui x(t; + h) este (poli-
nom Taylor de gradul intéi):

x(ti+h) ~x(t)+h-X(t) =x+h-f(t,x) (%)

Comparand expresiile lui xi11 () si x( + h) (x+) de mai sus observam ca in ambele
expresii coeficientul lui A° ("termenul liber" in raport cu h) este x;. Coeficientul lui A" in
prima expresie este ¢; - f(;, x;), in timp ce in cea de a doua este f(t, x;). Cum cei doi
coeficienti trebuie sa fie egali, rezultda ca ¢; = 1 si de fapt metoda Runge-Kutta de

ordinul unu coincide cu metoda lui Euler: x(t; + h) = x; + h- f(&, x;).
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Metode de tip Runge-Kutta - Cazul r=2

Pentru r = 2 formula (5) devin:
Xip1 =Xi+C1 -kt +Co- ko, ki =h-f(ti, %), ke = h-f(ti + a2 h,X;i+ P21 - k).
Inlocuind kq si k» obtinem:

Xis1 =X +¢C1-h- f(l‘,‘,X,‘) +c-h- f(t, +as-h Xi+ B21-h- f(t/,X,')). (6)
Reamintim ca o functie de tipul f(a+ hy, b+ h) poate fi dezvoltata in serie Taylor astfel:
f of
fa+ hi,b+ ho) ~ f(a,b) + hy - %(a,b) +hy T (ab)

Pentru a=ti, b= xi, h = az - hsi ho = 821 - h- f(t;, x;) obtinem dezvoltarea:

of of
f(tj—|—(J¢2 - h, x; +6]S -h- f(t,',X,‘)) ~ f(t,',X,') +az-h- &Uhx,) +Be1-h- f(tj,Xi) . a(tj,X,').

Inlocuind aceasta dezvoltare in (6) obtinem:

of of
Xip1 ~ Xi+C1-h-f(t, X))+ C2- h- (f(tnXi) +az-h- a(thxi) + B21 - h- f(t, %) - a(thxi))

Asadar dezvoltarea in serie Taylor a lui x;;1 corespunzatoare formulei (5) este:

of of
Xip1 ~ Xi+(c1+c2)-f(ti, x;)-h+ (Cz can - — (b, X)) + C2 - Bar - f(ti, X;) - K(E,Xi)) W (7)
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Metode de tip Runge-Kutta - Cazul r=2 (continuare)

Pentru a gasi constantele ¢, ¢z, az si 321 vom compara deci coeficientii puterilor lui h
din dezvoltarea in serie Taylor a lui x;+1 (7) corespunzatoare formulei Runge-Kutta:

of of
Xt 2 (1 ) 8 x) -t (00 SL (0 x) + o Bar (8 3) - 5 (1)) - P
si din dezvoltarea in serie Taylor a lui x(& + h) (4):

1 (of of )
X(t4h) = i+ (6,0) - h+ (a(“') + %), f(t,,x,)) .

@ Coeficientii lui i° sunt aceiasi in ambele dezvoltari, si anume x;.

@ Coeficientul Iui h' In (7) este (c1 + ¢2) - f(t;, Xi) pe cand in (4) este f(t;, x;), ceea ce
inseamndcaci + ¢ = 1.

@ Coeficientul lui A? din (7) contine ¢, - a ca si coeficient al lui g—;(z‘,-, X;) si contine
G - B21 ca si coeficient al lui f(f;, x;) - g—;(t,-, Xi), pe cand in (4) coeficientii
corespunzatori sunt ambii egali cu }, ceea ce inseamna cd c; - az = } i
C2- o1 = %
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Metode de tip Runge-Kutta - Cazul r=2 (continuare)

Obtinem agadar sistemul de ecuatii:

ci+c =1
Cz-Ong%
02'/321:%

Sistemul are 4 necunoscute si doar 3 ecuatii, deci solutia nu este unica. Aceasta in-
seamna ca nu exista o unica metoda Runge-Kutta de ordin 2 (lucru dealtfel valabil
pentru metodele Runge-Kutta de orice ordin r, r > 1).

O varianta uzuala a metodei Runge-Kutta de ordin 2 corespunde valorilor ¢; = ¢, = %
o = P21 = 1.

X1 = Xk 0 [1(8,) + (6 4+ 1+ 1(8 )] (®)
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Metode de tip Runge-Kutta - Cazul r=4

Una dintre cele mai des folosite metode numerice pentru rezolvarea ecuatiilor diferen-
tiale, metoda care combina relativa simplitate cu acuratetea este metoda Runge-Kutta
de ordin 4 prezentata in continuare.

Calculul coeficientilor (putin prea lung pentru a fi inclus aici) se face in aceeasi ma-
niera ca si in cazurile anterioare (Exercitiu!).

Ki+2 ko+2 ks+ ks
6 b

X,‘+1:X/‘+ :1727"'7,7 (9)

unde

h k h
ki = h1(t,x), ke = hf(tit 5, X+ 5), ke = hf(tt 5,

k:
5 5 X,'—FEz), ky = hf(l‘,—|—h7 X,'—|—k3).
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Algoritm pentru metoda Runge-Kutta de ordin 4:

Date de intrare: Punctul de pornire (#, x1) (dat de conditia initiald), intervalul de inte-
grare [a, b] (unde a = t;), numarul n de subdiviziuni ale intervalului.

Date de iesire: Valorile aproximative x;, i = 2,3,--- ,n+ 1 ale functiei necunoscute x
n punctele corespunzatoare t; ale diviziunii.

Start

h=(b-a)/n;

Pentruidelatlan
livi=t+h
k1 :h'f(t,',X,')
kg:h-f(t;+g
ksih'f(t,'Jrg, X,'Jr%)

ki=h- f(f,'-i-h, X,'—‘rkg)
Xyt = X+ k1+2<k2;24k3+k4

Stop
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Exercitiu

Gasiti solutia analitica (exacta), calculati o solutie numerica folosind metoda lui Euler si
y/ =2-X- y

comparati cele doud solutii pentru problema Cauchy y(0) = —1
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Chestionar Evaluare Curs - CV

Saptamana 7 #

4 M Cus74 1842KB POF document

Luni 04.04.2022 ora 16.00 Amfiteatrul A101

+ @ | Chestionar Evaluare Curs

In vederea imbunatatirii calitatii actului didactic, va rog sa completati acest chestionar (anonim).



m . o =
”l] A Curs 7 - Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale e

Timigoara

Examen Partial - CV

+ o Consultatii Partial - Zoom meeting - Vineri 08.04.2022 - 15.00 ¢*

Sesiune speciala Zoom: raspunsuri la eventuale intrebari.

Saptamana 8 #

'*' ﬁ Exercitii de antrenament - Examen Partial #* 88.4KB PDF document

P
@ P Inscriere Examen Partial ¢*

Inscrieti-va aici daca doriti sa participati la Examenul Partial.

Termen: Joi 07.04.2022

+ Examen Partial MAC - Luni 11.04.2022 16.00 A101 ¢* 69.3KB PDF document

Gasiti instructiuni si model de subiect aici.



" . - . i
P Curs 7 - Rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale

Timisoara MATEMATICA

Examen Partial - Instructiuni

@ Vineri 08.04.2022, 15.00 - Sesiune Zoom consultatii (raspunsuri la intrebari)
@ Luni 11.04.2022, 16.00-16.45, sala A101 - Examen Partial MAC ET
@ Luni 11.04.2022, 17.00-17.45, sala A101 - Examen Partial MAC ISEE

@ Examenul este scris, va rog sa aduceti coli de hartie (4-5) si instrumente de scris
(pix, stilou).

@ In timpul examenului este interzisa folosirea telefonului.

@ Puteti avea o foaie A4 scrisa de méana cu formule/teorie/exemple.
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Examen Partial - Model de subiect

Exercitiul 1 (1 punct): Se poate calcula un polinom de interpolare Lagrange cores-
punzator unei diviziuni A care contine trei sau mai multe noduri? Justificati raspunsul.

Exercitiul 2 (4 puncte): Pornind cu x; = 3, calculati pe intervalul [1, 3] solutii aproxi-

mative pentru ecuatia x2 + 2x — 8 = 0 folosind doi pasi ai metodei lui Newton. Evaluati
la fiecare pas eroarea aproximatiei.

- ) ((1;1( =X+ t2 . et
Exercitiul 3 (4 puncte): Rezolvati problema Cauchy: X(0) = —1

Note: 1 punct din oficiu; timp de lucru 45 de minute.
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Examen Partial - Tipuri de exercitii

Ex.1: Calculati polinomul de interpolare Lagrange corespunzator diviziunii
A : -2 < -1 < 0sivectorului de interpolare Y = {-6,-2,-2}

Ex.2: Calculati polinomul de aproximare in sensul celor mai mici patrate corespunza-
tor diviziunii A : -2 < -1 < 0 si vectorului de interpolare Y = {-2,-2,-2}

Ex.3: Calculati o valoare aproximativa pentru cos(0.2) folosind un polinom de inter-
polare de gradul 1 asociat functiei cos(x) (se poate folosi in calcul aproximarea = ~
3.14). Evaluaii eroarea aproximarii.

2
Ex.4: Calculai valoarea exactd a integralei I = [(x® + 3x® + x?) dx si g8siti valori

]
aproximative folosind metoda trapezului si metoda lui Simpson.
Ex.5: Pornind cu x; = —5, calculati pe intervalul [—5, —3] solutii aproximative pentru

ecuatia X% + 3x — 4 = 0 folosind doi pasi ai metodei lui Newton. Evaluati la fiecare pas
eroarea aproximatiei.
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Examen Partial - Tipuri de exercitii (continuare)

Ex.6: Rezolvati problema Cauchy:

% _2.f.x0
x(0)=2

Ex.7: Rezolvati problema Cauchy:

L= x+3-F
x(0) =1

Ex.8: Rezolvati problema Cauchy:
K —2.t-x+3-tx°
x(0)=2

Ex.9: Rezolvaii ecuatia diferentiala:
ax _ x-P42.x°t
at 3
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Examen Partial - Tipuri de exercitii (continuare)
Ex.10: Rezolvati problema Cauchy:

5.9 48.% 15.x=0
x(0)=1, Z(0)=2

Ex.11: Rezolvati problema Cauchy:

%+%+9%+9-x2:0
x(0) =10, %(0)=0, Z¥(0)=0

Ex.12: Rezolvati problema Cauchy:

X' =y
y=2-x-y
x(0)=1,y(0)=2
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Va muliumesc pentru atentie!
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